Translations des ensembles ordonnés by Rachůnek, Jiří
Mathematica Slovaca
Jiří Rachůnek
Translations des ensembles ordonnés
Mathematica Slovaca, Vol. 31 (1981), No. 4, 337--340
Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/136273
Terms of use:
© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1981
Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.
This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz
Math. Slovaca 31,1981, No. 4, 337-340 
TRANSLATIONS DES ENSEMBLES ORDONNES 
JIRl RACHUNEK 
Dans l'article [3] G. Szâsz a introduit la notion de translation du demirtreillis de 
cette manière : Soit A = (A, A ) un demi-treillis et soit qp: A —• A une application. 
Alors, on dit que qp est une translation de A si cp (x A y ) = cp (x ) A y pour tout couple 
d'éléments de A. Pour des propriétés des translations des demi-treillis et, 
spécialement, des treillis, voir aussi [1], [4], [5] et, récemment [2]. 
Dans cette note nous définissons des translations des ensembles ordonnés et 
nous montrons que certains des résultats de la théorie des translations des 
demi-treillis admettent aussi une généralisation pour le cas des ensembles 
ordonnés. 
Soit A = (A, l^i) un ensemble ordonné et soient JCI, ..., Jc„eA. Notons 
L(JCI, ..., JC„) = [zeA\ z=Xi pour tout i = l , . . . , n}. Soit qp:A—>A une ap-
plication. Alors, on dit que cp est une translation de l'ensemble ordonné A si on a 
Vx,yeA; qp(L(x, y)) = L(qp(x), y ) . 
Une application cp: A-+A est appelée opérateur intérieur de A si on a 
(1) V x , y e A ; j cêy => cp(x)^cp(y); 
(2) V J C € A ; cp(x)^x\ 
(3) V x e A ; cp(cp(x)) = cp(x). 
Théorème 1. Toute translation d'un ensemble ordonné A est un opérateur 
intérieur de A. 
D é m o n s t r a t i o n . Soit cp une translation de A. 
1. Soient JC, yeA, j c^y . Alors JC e L ( y ) = L(y, y), d'où 
cp(x)eL(cp(y))C\L(y). Donc cp(x)eL(cp(y)), c'est-à-dire cp(x)^cp(y). 
2. Soit JceA. Alors, par 1, (pour x = y) cp(x)eL(x). 
3. Soit JceA. Alors cp(L(cp(x)) = cp(L(x, cp(x)) = L(qp(jc), cp(x))y donc 
cp(x) = cp(t) pour certain t=\cp(x). Ceci implique cp(x)^cp(cp(x)). 
Soit A un ensemble ordonné, <P£B=A. Alors, on dit que B est un demi-idéal 
de A si 
1. V J C G A , 6 G B ; JC^& --> J C G B ; 
2. Vx,yeB; il existe jcvy => j e v y e B . Pour une application qp: A-+A, 
notons I<ç = {JCGA ; qp(jc) = jc}. 
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Théorème 2. Si A est un ensemble ordonné et si cp est une translation de A, 
alors Ig> est un demi-idéal de A. 
Démostration. 1. Supposons x e A , ael<p, x = a. Dans ce cas L'(jc) 
= L(cp(a), x) = cp(L(a,x)) = L(cp(x),a) = L(cp(x)). Il s'ensuit que çp(x) = x. 
2. Soient JC, yel? et supposons qu'il existe xvy. Alors jc = qp(jc) = <p(jcvy), 
y = <P(y) = <P(*vy)> donc jcvy=.<p(jcvy). Ainsi, qp(jcvy) = jcvy. 
Théorème 3. Si (A, ^ , A) est un demi-treillis, alors cp:A-»A est une 
translation de Vensemble ordonné (A, =^) si et seulement si cp est une translation 
du demi-treillis (A, A) . 
Démonstration, a) Soient cp une translation de (A, ^ ) et JC, yeA. Alors 
cp(xAy) .-i (JP(JC), cp(jcAy) =^ xAy =^ y, c'est-à-dire cp(jc A y) ^ cp(jc)Ay. D'autre 
part cp(x)Ay e L(cp(x),y) = cp(L(x,y)) = L(q>(xAy)), donc cp(*)Ay -= 
(p(xAy). 
b) Soient cp une translation de (A, A) , JC, yeA. Alors zeqp(L(jc, y)) si et 
seulement si z = (p(xAy) = cp(jc)Ay, et cela signifie cp(L(x, y)) = L(cp(x), y). 
Théorème 4. Soient cp et ^p deux translations d'un ensemble ordonné. Alors 
cp^p = ^p(p. 
Démonstration. Soit JceA. Alors ^p(x) = x, ainsi <P(Î/J(JC)) =(p(x). De plus 
cpty(x)) ^ ip(x), et donc, d'après le théorème 2, ^p((p(1p(x))) = (pty(x)). Il 
s'ensuit que cp(î/>(jc)) = ^(«P^OO)) = iH<p(*))- De la même manière, on a 
î/;((p(x)) = (p(V(x))-
Note. Deux opérateurs intérieurs de l'ensemble ordonné A ne sont pas en 
général permutables. Par exemple, soient A = {o, a, b, c, d), o<a<c, a<d, 
o<b<d, b<c, cp(o) = cp(a) = iQ, cp(b) = (p(d) = b, (p(c) = c, ^p(o) = ^p(b) = o, 
^p(a) = ^p(c) = a,^p(d) = d. Alors cp et^p sont des opérateurs intérieurs de A, mais 
ils ne sont pas des translations. (En effet, cp(L(c, d)) £ L(cp(c), d), ^p(L(d, c)) £ 
Lty(d), c).) Néannoins, cpty(c)) = cp(a) = o, ^p(cp(c)) = ^p(c) = a. 
Théorème 5. Soient cpet^p deux translations d'un ensemble ordonné (A, S ) et 
soient 1^ = 1^ = I. Alors (p = \p. 
Démonstration. Soit JCGA. Cela signifie que (JP(JC), \\f(x)el et ainsi 
<P0H*)) = */>(*)- ^((p(x)) = (p(x). Alors, d'après le théorème 4, (p = ^p. 
Théorème6. Soit cp un opérateur intérieur d'un ensemble ordonné (A, =). 
Alors cp est une translation de (A, =) si et suelementsi 
(a) Vx,yeA; (p(x) = x,y = x ^> çp(y) = y. 
Démonstration, a) Supposons qu'un opérateur intérieur cp satisfait à la 
condition (a). Soit zeL(qp(jc), y). Alors cp(z) = z. En outre z = (p(x) = x, et donc 
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zeL(jc,y). Mais cela signifie que z = (p(z) e cp(L(x,y)), et ceci implique 
L(cp(x),y) cz cp(L(x,y)). 
Réciproquement, soit u ecp(L(x, y)). Alors u = cp(v), où v=^x, y, et cp(v) = 
cp(x), cp(v)tkv=y. Donc u = cp(v) e L(cp(x), y), c'est-à-dire cp(L(x,y)) cz 
L(cp(x),y). 
b) L'implication opposée est évidente. 
Théorème 7. Si cp et \p sont deux translations d'un ensemble ordonné (A, = ) , 
alors, cp = \p si et seulement si cp\p = ip. 
Démonstration. Soient cp = \p, xeA. Alors cp(\p(x)) = \l>(\p(x)) = \p(x). 
De plus, puisque cp est une translation, (p(M>(x)) = \p(x). Cela signifie cp\\> = \p. 
Réciproquement, si cp\p = \p et x e A, alors \p(x) = cp(\p(x)) = qp(jc), c'est-à-d-
ire ip^cp. 
Théorème 8. Si cp est une translation d'un ensemble ordonné (A, = ) et si 
jceA, alors L(>nL(x) = L((p(jc)). 
Démonstration. On a qp(jc).= jc, cp(cp(x)) = cp(x), ainsi cp(x)e I<vnL(x). Sup-
posons b e L,nL(x). Alors b=^x, b = cp(b), d'où b^cp(x). Déplus, il est clair que 
IqnL(x) est un demi-idéal de (A, =i). Donc 7,,,nL(jc) = L(qp(jc)). 
Théorème 9. Pour un demi-idéal I d'un ensemble ordonné (A, =) les condi-
tions suivantes sont équivalentes: 
a) Pour tout xeA il existe kxel tel que InL(x) = L(kx). 
b) Il existe une translation cp de (A, =î) telle que /<,, = I. 
Démonstration. 1. Soient JC, y e A, jc=?y. Alors L(jc)czL(y), donc L(fcx)çz 
L(fcy). Cela signifie kx = ky. 
2. Soit jceA. Alors L(fec)çzL(jc), ainsi kx=x. 
3. Soit jceA. Alors InL(kx) = In(InL(x)) = InL(x) = L(kx), donc 
k{kx)=kx. 
4. Supposons JC, yeA, kx = x, y=x. Puisque xel et puisque I est un 
demi-idéal, on a aussi yel. D'où JnL(y) = L(y), c'est-à-dire L(y) = L(fcy). Par 
suite y = ky. 
D'après le théorème 6 une application cp: A-+A telle que <P(JC) = kx pour tout 
xeA est une translation de (A, =?), et trivialement, lP = I. 
L'implication opposée est, d'après le théorème 8, évidente. 
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ПЕРЕНОСЫ УПОРЯДОЧЕННЫХ МНОЖЕСТВ 
Йиржи Рахунек 
Резюме 
В статье введено понятие переноса упорядоченного множества, которое является обобщением 
этого понятия из теории полурешёток. Здесь главным образом охарактеризованы переносы 
в терминах внутренних операторов и полуидеалов упорядоченных множеств. 
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